
4장 연습문제 해답

01. 
(a) 

 in f ∊ ℝ       ⋅      
(b)  inf ∊ ℝ

      
                    
       

02. 

  
  

  diag ≥ 
∞ 

03. 

ℝ 에서 정의된 함수     
 log의 헤세 행렬을 ∇  라 할 때, 헤세 행렬의 

정의에 의해 ∇     
  이므로 

  를 구해보면 다음과 같습니다. 


   

 
 

   log ⋅
 

   log  


    
  ≠ 

따라서 함수 의 헤세 행렬 ∇  은 ∇     
 인 대각행렬, 즉

∇  



 




  ⋯ 
  

 ⋯ 
⋮ ⋯ ⋱ ⋮
 ⋯  







 




  ⋯ 
 

 ⋯ 
⋮ ⋯ ⋱ ⋮
 ⋯  





이고, ⋯  이므로  임의의 이 아닌  ⋯∊ ℝ에 대해 

∇      ⋯ 


 


 




  ⋯ 
 

 ⋯ 
⋮ ⋯ ⋱ ⋮
 ⋯  





 
⋮


  
  ⋯

   

임을 알 수 있습니다. 따라서, ∇  는 음의 정부호 행렬입니다. 

04. 
(a) 

maximize               
(b)

maximize   
 log  

subject to
      ,   ⋯

05. 

maximize 
subject to

   ≥ ,   ⋯

06. 
주어진 볼록 최적화 문제

minimize  
subject to

 ≤ ,   ⋯ 
에 대해 집합 , 를 다음과 같이 정의합시다. 



   ∃∊ dom   ≤     ⋯     ≤ 
     

여기서 는 위 볼록 최적화 문제의 최적값, 즉    를 의미합니다. 위와 같이 정의된 
집합  , 의 교집합이 없음을 보입시다. 만약,  ∊ ∩라 가정하면, 집합 의 정의
에 의해 어떤 가 존재해서  ≤  ,    ,  ≤ 를 만족해야 합니다. 한편, 집합 

의 정의에 의해   ,   ,   이므로,  ≤   를 만족하는 가 존재하고, 이는 

   가 볼록 최적화 문제의 최적값이라는 가정에 모순입니다. 따라서, , 의 교집합
이 없습니다. 

집합 와 의 교집합이 없기 때문에, 집합 와 를 구분하는 평면이 존재합니다. 즉, 이 
아닌  와 실수 가 존재해서

 ∊     ⇒      ≥ 
 ∊     ⇒      ≤ 

를 만족합니다. 첫 번째 조건( ∊ ⇒  ≥  )에서,  가 아래로 유계
이기 위해서는  ≥ , ≥ 임을 알 수 있고, 두 번째 조건( ∊ ⇒  

  ≤  )은   인 모든 에 대해  ≤ 이므로,  ≤ 임을 알 수 있습니다. 
따라서, 이를 종합하면   ,  를 만족하는 임의의 에 대해, 다음이 성립합니다. 

  
    ≥  ≥ 

①   인 경우 
위 부등식의 양변을 로 나누면, 

       
 

       ≥ 

를 얻습니다. 따라서   ,   로 두면,   ,  를 만족하는 임의의 에 대해, 

 ≤    ≥ 를 얻고, 약쌍대성에 의해  ≤ 가 성립하므로    , 즉 강
쌍대성이 성립합니다. 



②   인 경우 
이 경우, 위 부등식은 

  
   ≥ 

로 쓸 수 있고, 슬레이터 조건인   ,  를 만족하는 임의의 에 대해, 이 조건은 

  
  ≥ 

로 쓸 수 있습니다. 한편,   이고  ≥ 이므로   일때만 이 조건이 성립함을 알 

수 있습니다. 따라서,   ,   이므로  가 이 아니라는 가정에 의해 ≠ 이어야 

합니다. 즉,   
   ≥ 에 의해  ≥ 여아 하고, 슬레이터 조건을 

만족하는 에 대해서   이므로,   가 아닌 이상   을 만족하
는 가 존재해야 합니다. 이는 의 랭크가 라는 가정에 모순입니다. 

따라서 ①, ②에 의해 슬레이터 조건을 증명했습니다. 

07. 

(a) 부등식 제약조건이 없으므로, 슬레이터 조건에 의해     를 만족하는 모든   에 

대해 강쌍대성이 성립합니다. 

(b) 부등식 제약조건에서 등호 조건이 없으므로, 슬레티어 조건에 의해   를 만족하는 
모든 에 대해 강쌍대성이 성립합니다. 

08. 
주어진 최적화 문제는 볼록 최적화 문제이므로 등식 제약조건에 대한 함수  는 어떤  에 

대해    로 표현할 수 있습니다. 따라서,  의 헤세 행렬은 영행렬이고, 에 대한 

라그랑주 함수        
    

   의 헤세 행렬을 구해보면 다음과 같습

니다. 

∇     ∇   
 ∇  



볼록 최적화 문제의 정의에 의해 목적함수 와 부등식 제약조건에 대한 함수  모두 볼록함

수이므로 ∇ 와 ∇ 는 양의 준정부호 행렬이고  ≥ 이므로 , 이 아닌 임의의 ∊ ℝ
에 대해

∇     ∇    
 ∇  

 ∇    
 ∇  ≥ 

이 성립합니다. 따라서, 헤세 판정법에 의해 볼록 최적화 문제의 라그랑주 함수는 볼록함수입
니다. 

09. 
주어진 최적화 문제의 쌍대 문제는 다음과 같습니다. 

maximize   
subject to

                       
 ≥ 

구하고자 하는 쌍대 문제의 최적해는        입니다. 

10. 
주어진 최적화 문제에서   log   log ,   ,  , 
   로 두면, 주어진 문제에 대한 라그랑주 함수   는 다음과 같습니다. 

       
   

 log   log     
[정리 4-6]의 KKT 조건을 사용하기 위해 ∇ 을 만족하는 를 계산하면 다음 식
을 만족합니다. 

      
         (*)



한편, KKT 조건의 조건 ➍에 의해  , 는 다음을 만족해야 합니다. 

 ,  
(*) 조건과  ≥ 을 이용하면, 

   ≥ 
   ≥ 

이므로, 상보 여유 조건에 의해 

➀    ≠, 즉,  ≥  이면   , 

       이면    , 즉     
➁    ≠, 즉,  ≥  이면   , 

       이면    , 즉     
임을 알 수 있습니다. 따라서, 제약조건    에 의해 

     ⇔   max   max    
을 만족하는 를 찾음으로써 주어진 문제의 최적해를 찾을 수 있습니다. 이 값은 와 에 따
라 달라지므로 풀이는 여기서 마치도록 합니다1). 

11. 

주어진 최적화 문제의 목적함수를      이라 하고 등식 제약조건에 대한 

함수를     이라고 하면, 주어진 최적화 문제의 라그랑주 함수   는 다음과 
같습니다. 

            

1) 참고로 주어진 최적화 문제는 water-filling이라고 불리는 유명한 최적화 문제입니다. 자세한 내용은 
Boyd의 Convex Optimization 책을 참고하세요. 



최적해  와  는 KKT 조건에 의해 다음을 만족해야 합니다. 

➀ ∇          
➁       
따라서 이를 행렬 형태로 쓰면 

              ⇔          
     

임을 알 수 있습니다.  

12. 

서포트 벡터 머신을 나타내는 최적화 문제의 목적함수   ∥∥는 노름 함수의 제곱

이므로 볼록함수이고, 부등식 제약조건에 해당하는 함수       ≤ 은 에 
대한 선형함수이므로 볼록함수입니다. 따라서, 볼록 최적화 문제의 정의에 의해 서포트 벡터 
머신을 나타내는 주어진 최적화 문제는 볼록 최적화 문제입니다. 

13. 
(a) 여러 가지 답이 존재하지만 이 풀이에서는 직관적인 답을 제시합니다. 서포트 벡터 머신의 
라그랑주 함수는 와 에 대해서는 선형인 함수이고, 에 대해서는 전형적인 볼록함수 형태
의 이차형식입니다. 따라서, 서포트 벡터 머신의 라그랑주 함수는 볼록함수입니다. 

(b) ① 
     

  
이차원 데이터    ,    에 대한 서포트 벡터 함수의 라그랑주 함수는 (a)
에 의해 다음과 같습니다. 

                
따라서, 라그랑주 함수를 과 로 각각 미분하면, 


         

  

         

  



이므로 
     

  입니다. 

②    
      

   
   

이를 보이기 위해,  를 구해보면     입니다. 따라서, 는 
  , 

  인 와 에서의 의 값을 통해서 얻을 수 있으므로, 

  in fwwb Lwwb                               
입니다. 위 식을 정리하면 다음을 얻습니다.

                  
      

   
   

14. 
(a) ① i n f  ≥sup   
  inf  라고 하면, i n f의 정의에 의해, 모든  에 대해  ≤  이 성립합니다. 이 부
등식의 양변에 을 곱하면, 

 ≤     ⇔      ≥ 
이고, sup 의 정의에 의해 sup   ≥ , 즉 

 sup  ≤   in f  
를 얻습니다.

② i n f  ≤sup    
  sup  라고 하면 i n f의 정의에 의해, 모든  에 대해  ≥ 이 성립합니다. 
이 부등식의 양변에  을 곱하면, 



 ≥    ⇔     ≤  
이고, i n f의 정의에 의해 i n f  ≤ , 즉 다음을 얻습니다.

i n f  ≤  sup    
따라서 ①, ②에 의해 i n f   sup    이 성립합니다. 

(b)    이 볼록함수임을 보이기 위해, 주어진 함수의 헤세 행렬을 구해보
면 다음과 같습니다. 

  


 

   
          

이 아닌 임의의 에 대해, 

              
        
       

임을 알 수 있습니다. 따라서, 헤세 판정법에 의해 주어진 함수는 볼록함수입니다. 

15. 
[예제 4-11]과 비슷합니다. 직접 해봅시다! 


